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Premiére partie

Rappels d’analyse fonctionnelle






1 Introduction

Définition 1.1. LP(§2) avec §2 un ouvert de R™ est I’ensemble des fonctions p-intégrables,
e £z, = 115 = [ 117 < <o,

Remarque 1.1. A partir de maintenant, §) est supposé connexe.

Définition 1.2 (Dual).
Soit E un espace vectoriel normé. E* est son dual, i.e., 'ensemble des applications li-

néaires et continues de £ dans R (vectoriel — linéaire et normé — continue).

Définition 1.3 (Convergences).
e Convergence faible :

Esx,—~2eE < VYpekFE* o(x,) — ¢(x)

e Convergence faible *k dans E* :

E*s¢, 2peF <« VieE on(x) — ()
Théoréme 1.1 (Banach-Alaoglu cas E séparable).

La boule unité de E* est sk — faible compacte.

Théoréme 1.2. o Pourp< +owo : (LP) =L" ou

o Pourp=+oo : (L*) 2 L}

2 Inégalités et corollaires

Proposition 2.1 (Inégalité de Holder).
Si fe LP(Q), ge LP(Q) alors :

11
foeL'(Q) et |fgli < |flolgly  on PR

Définition 2.1 (Convolution).
Pour p, q € [1, +0[, avec la condition % + % > 1, on a que la convolution u v entre u € LP
et v e L7 est un ¢lément de L"; ou r est donnée par % + % =1+ % ; définie par :
+00 +©
(u s v)(x) = / (e — o(t)dt — / w(tyole — £)dt
— —

Proposition 2.2 (Inégalité de Young).

Ju vl < Julplol, — avee =1+~ (2.1)



Corollaire 2.1 (de Young).
CP(R2) est dense dans LP(S2) (sauf si p = +0).

Démonstration.

Cette preuve utilise 'approximation de I'unité (cf. Le Dret). O

Remarque 2.1. Si p = o0, soit f = 1. Supposons qu'il existe (f,), < CX(Q) telle que

Impossible. En effet, pour tout n € N il existe z, € Q tel que f,(z,) = 0 (il suffit de

prendre x,, € Q\Supp(f,))-
Donc f(x,) — fu(zn,) =1 = ||fu— fl= = 1 pour tout n € N.

Contradiction avec ’hypothése f, — f.

3 Multi-indice et dimension supérieure

Définition 3.1. Pour @ = (ay,--- ,ay) € NV, @ est appelé : multi-indice.
On a :
N N N
&)= al:=]Ja! ; 7%= ] [ap
k=1 k=1 k=1
Pour se rappeler de ces formules, il faut que leurs définitions fonctionnent en dimension
N = 1.

Définition 3.2 (Différentielle).
Pour @ € NV on pose |@| = k. Soit u € C*(Q) avec 2 = RY. On définit la différentielle

comme suit :

P ou
u =
aalxl . aaNxN
Ezemples 3.1. (1) O(1:42,69), &
61'16421'2&691'3
(2) o(75:18),, — _Pu
070,031,

Comme la rivalité Lyon - St-Etienne, on a la rivalité Paris - Marseille



Définition 3.3 (Coeflicient binomial d’un multi-indice).

45):1:[1 Br

Défini si 0 < By < ay pour tout ke Nnoté: 0 < f < @.

—>

(0% (653

m
Rappel 3.1. Si 0 <n < m, = n,(mL'n), et donc m —n > 0 car la factorielle n’est
n
définie que pour les entiers positifs.

Tout est cohérent car :
N
«Q !
o

7 ) Bua-9)

En effet :

_ﬁ ay, _ﬁ ay,! B TT ! - =1
i\ B ) e Bl =80 TIB (e = 80! Fi@ - 7).

@
-
o

Proposition 3.1 (Taylor avec o).
o En dimension 1 :
Soit f € C*(I) avec I un intervalle de R. Soient x,y € I. On a la formule de
Taylor :

k
Z (@) + o((y — 2)") (3.1)
=0
e En Dimension supérieure :
Soit f € C*(Q) avec Q < R". Soient T, € Q tels que pour tout t € [0,1],

t7 + (1 —t)y € Q. Alors :

@ = Y T @) o - 7 (52)

Proposition 3.2 (Leibnitz).

e En dimension 1 : Soient f,g € C*(I). Pour x € I avec I un intervale de R :

k

k , .
W)= ) ¢* (@) (3.3)

1=0 1



o En dimension supérieure : Soient f,g € C*(Q). Soient 7,7 € Q tels que pour tout
e0,1],tT + (1 —t)y € Q. Si |&| <k alors :

BOICEDY P f(x) 8 Dg(a) (34)

= 2l



Deuxiéme partie

Un peu d’Analyse fonctionnelle et de

fonctions test

10






1 Quelques définitions

Lemme 1.1 (de localisation).

Si f e L' satisfait :

Alors f =0.

Définition 1.1. L’espace L} (Q).
1 . 1
f e L, veut dire que pour tout compact mesurable K cc () feL'(K).

compact
inclus

Ezemples 1.1. e SiO=R:f=1

e f € LP pour tout p € [1, +o0] :

felP(Q) = fell(K) = felLY(K) car |K|< o

Remarque 1.1. On peut sans probléme définir le support pour f € L}, (Q).

Définition 1.2. D(Q)) := CX(Q).

Définition 1.3 (convergence dans D).

fn =3 f dans D(Q) veut dire qu’il existe K cc  tel que :

INge N Vn = Ny Supp(fn) € K et Supp(f)c K
Va e N sup 0% fn(z) — 0% f(2)| =50

TeK
(zef?)

2 Distributions

Définition 2.1. D'(Q) = (D(Q0))".
On dit que 7 est une distribution (ou forme linéaire et continue) sur D si vy vérifie :

e Linéarité :
Y(Ap) = Av()
Y(p) + () = v(p + )

12 -



e Continuité :

Pour tout K cc Q) :

AN(K) =1 VYpeCr(Q) telle que Supp(p) € K, on al{y,p)| <Cg sup [0%p(z)|

=) oSN )
ou Cc Y 1l

loa|<N(K)
Proposition 2.1. Si f, "5 f, alors o(f,) =% o(f) dans R pour tout p € D'
Démonstration.
Il existe K cc  tel que pour tout n € N, Supp(f,) € K et Supp(f) < K.
Comme Supp(f, — f) < K, il existe Cx et Nk tels que :

[o(fn = )l < Ck. max [0%(f = fu) o
|| <N
Or, [0%(fn — )]l ™% 0 par continuité de la norme infinie.
D’ou :
o(fu) = ()] =0
Donc :
p(fa) = o(f)
]

Définition 2.2. On a la définition, par dualité, de la convergence :

on =3 ¢ dans D' veut dire que :

VieD  o.(f) =3 o(f)

Remarque 2.1. La convergence dans D’ peut se voir comme une convergence faible-x=.

Ezxemples 2.1.
e Pour tout p > 1, L?(Q2) < D'(Q) :

Dans le sens ot pour tout y € LP(Q), v: f > [

m
D(Q)

v € R est une distribution.
m

P

™~

BICE R

/

~
bS]

— Evident

- 13-



- Soit K cc Q tel que Supp(f) = K. On a, |y(f)| = U fy‘

Alors p' # 0. D’ou :

h0l= || <1t <o | 17
K

1
v

< Il (IKLISIE) ™ < [l 1B sup 02 fl
——

|| <0
Cte Ci

V()] < | fleollv]r done est bon et Cx = |y]; ne dépend plus du

compact.
e L () c D) :
Siye L (), pe D etsi Supp(p) € K cc Q alors, par 'inégalité de Holder

loc

(Inégaliteé (2.1)) :

(g)] = / ol < s el
K

Définition 2.3. 0;y pour y€ D'.
0;y € D' est définie par :
p — 0y(¢) == (=1)7(di)
Siy e CHR) : d;y est la dérivée usuelle d;y (dérivée de + par rapport a la i-éme coordon-

nées). Pour le voir, il suffit d’intégrer par parties. En effet :

Ezemple 2.1. Si Q =]a, b|.

/ 7 = _/ vo' + }:12% [p(b—e)y(b—¢) — pla—e)y(a —¢)]

J

~
=0 car ¢ est a support compact

- 14 -



3 Généralisation en dimension supérieure : Distribu-

tion couche simple

Définition 3.1 (Généralisation - par récurrence).

Pour a € N" et v € D', 0%y est donnée par :

D 3 ¢ —> (0%, ¢) = (—=1)l*Ky, %)

On admettra pour la suite que ces objets sont des distributions. En effet, la linéarité est
évidente et il suffirait de montrer la continuité.
Définition 3.2 (Le Dirac en x noté d,).

de © D3y r— p(x)

Proposition 3.1. 0, est bien une distribution.

Démonstration.
Soit K cc ). o
G0l = (@) < 1 Jplo
Rien ne dépend de K car Cx = 1 et Ng = 0. O

Remarque 3.1. 0., : p— (=1){d,,¢") = —¢'(z). D'ou :

<5;m 90> = _<5a:> 90,>

Il suffit d’appliquer la définition de la dérivée (Définition (3.1)).

Définition 3.3 (Couche simple).
Q) = R?. Soit A € R? une droite (Considérer, de maniére générale, que A est un hyperplan,
i.e., un objet de dimension n — 1 dans R").
On définit : D(R?*) 3¢ : —> [
A

Si Supp(p) < K alors :

/w<u@ﬂkﬂww
A

ou u est la mesure de Lebesgue en dimension 1 sur la droite.

- 15 -



Troisiéme partie

Théorie des distributions :

Manipulations et propriétés

16






1 Généralités
Définition 1.1 (Ordre d’une distribution 7).
Pour tout K cc €, il existe un NV € N tel que pour tout ¢ € C*(Q) avec Supp(p) c K :

(7, )] < Ok sup 079w

la<N

Pour chaque compact, il existe Nx € N minimal que 'on va appeler 'ordre de v sur K
et noter ordrex (7).
Alors :

ordreg(y) = skl(p{ordreK(y)}

Exzemples 1.1. fe L} ., 0o, 0h, > Ony . 5

locy
n>1 n>1
o Si fel} :ordre=0 (car 0 dérivées)
© 0g : ordre =0
o 6y s ordre=1
o >, 8, : ordre = 0 mais pourquoi est-ce vraiment une distribution car on a une

nz=1
somme infinie ?

Il s’agit bien d’une distribution car :

Soit K << R. Il existe N € N tel que K < [-N, N] :

= (M) + -+ (N =1 < (N =Dl

<Z On, ¢)

o Y] 5 . ordre = +oo.

nzl

Remarque 1.1. Une somme infinie de distributions n’est pas toujours une distribution.

En effet : >} §1 n’est pas une distribution sur 2 = R. Par contre, ¢’est une distribution
n=1 "

sur © =10, 1].

La série Y ¢ (%) diverge dés que ¢(0) # 0.
n=1

1

En effet, quand n — o0, T — 0 et comme ¢ est continue, ¢() -3

©(0). Du coup,

si p(0) # 0 alors la limite du terme général de la série est différente de 0 ce qui implique

- 18 -



que la série diverge grossiérement.

Si Q =]0,1[
Si Supp(p) c< K. Soit N € N tel que K < [5,1 — =]. Alors :

N
N
<)

1
. (—)\ < Nl
n=1 n

(01,9

nzl

Définition 1.2 (Support d’une distribution).
Soit v € D'(Q). Soit  Pouvert maximal tel que :

VoeD(Q)  Supp(p) cQ = (y,¢)=0

Alors le fermé relatif Q\(NZ dans € est appelé support de 7.

1

i les 2 notions de support coincident

Ezemples 1.2. e SivelL
o Supp(dy) = {0}
o Supp (Z 57(1"2)> =N

nz=1
Proposition 1.1. Si Supp(y) = {x} un singleton. Alors, il existe N € N et il existe une

suite (ba)jaj<n 06 & = (on, -+, ap) tels que :

y= )] bad"s,

|ad|<N

Remarque 1.2. La réciproque de la proposition précédente (proposition (1.1), TD2 Ex 2)

est vraie mais triviale.

Définition 1.3 (Réflexion par densité).
Q =RY. Soit p € D. On définit @ par :

$=p(—), ie, xr— P(z) =p(-x)
Soit v € D', on définit ¥ par :
Fio— (@) =)

Remarque 1.3. On pourrait aussi définir de méme les dilatations et les translations dans

- 19 -



Définition 1.4 (Conjugaison).
Soit v € D'. On définit 7 par :

¥ — (v, 9, ot - estle conjugé dans C
Si v € L™ alors 7 coincide avec la conjugaison usuelle de fonctions.

Définition 1.5. Soit f e C*(N).
Sipe D, alors foe D.
Pour v € D’ on peut définir :
frie— Ly, fo)

Proposition 1.2. Les 5 opérations suivantes :

(1) Réflexion (iv) Translation
(ii) Conjugaison (v) Dérivation
(iii) Multiplication par f e C* (vi) Dilatation

donnent bien des distributions. Chacune de ces opérations sont continues de D' dans

lui-méme.
Application 1.1. Montrons que la valeur absolue | - | est une distribution et calculons sa
dérivée (au sens des distributions). Soit ~v: D —s R

o — [lzlo(x)dr

v est une distribution'

yeLP.() = el (Q) =~ estune distribution

Car ~v est bornée sur chaque compact.

- 90 -



Calcul de ~/
Soit p e D, on a :

Oy ==(r¢) = —/

—Q0

_ / [; 2 (z)dw — /0 - x (x)dz

~ oo~ [ ola)de ~ [aeloli "+ [ Y ow)da

—Q0

= /_+OO sign(x)p(x)dx

ee}

0 +a0

(—2)g'(@)dz — / 2 (z)dz

0

Donc (|- |) = sign(x).

Application 1.2. Méme chose avec la fonction sign(z).

(sign’, o) = —(sign, ¢') = / r)dr — / -’ ¢ (x)dx
0
= ¢(0) = (=¢(0)) = (200, %)
Donc sign’ = 28y (260 correspond a la taille du saut).
Proposition 1.3 (Formule des Sauts).

Soit f une fonction C' par morceauz sur un intervalle I, i.e. :

— il existe une subdivision ay,--- ,a, telle que f est C* sur I\{ay, -+ ,a,} (qui est un
ouvert non connexe mais ¢a ne pose aucun probléeme)
— Vie{l,--- n} lim. o+ f(a; +€) et lm. ,o- f(a; — ) existent et sont finies

Alors on a dans D’ :

F' = P+ S8l (a) - )] (11)

Remarques 1.1. (1) C' par morceaux peut également étre définie avec une subdivision

dénombrable (non forcément finie) tant que pour tout K cc I, K contient un

nombre finir de a;.

(2) Comme fe L}, f est vue comme une distribution

loc?

Démonstration.

La démonstration est identique & exemple (1.2). O

921 -



Ezemple 1.1. On peut appliquer la formule des sauts (formule (1.1)) a la fonction partie
entiére.

Soit v la partie entiére. Calculons 7' :

neZ
2 Convolution
Référence : Le Dret Chapitre 6.
Proposition 2.1.
lim Xk = (50
k—+00
XeD

Rappel 2.1. Xy, - v — k"X (kx) ot { Supp(X) = B(0,1)
X =1

Démonstration.

Soit w e D. On a :

(X o) = / Xi(2)p(x)d = / KX (k) () da

R Rn
= /X(Z/) @ (%) (avec chgt. de var. y = kx)
Rn ——
—¢(0)
Comme

)
2o (2)] < 1L sup [0
k B(0,1)

uniformément en k et cette fonction 1a est intégrable sur R" et de plus ¢ est continue
donc on peut passer a la limite sous 'intégrale :

=1

——
(X, ) — /X(y)w(o)dy = ©(0). /X = (8o, )

99



Définition 2.1 (Convolution D' x D — C®).
Pour v € D'(R") et p € D(R") :

Yep x> {y,p(r =)

Proposition 2.2.
Si: — feC¥ et geli,

ou

— feC® et gelL!
Alors f = g est bien définie et est dans L (Par Young, Inégalité (2.1)).
De plus f+geC® et :

0*(frg)=0"f+g

Démonstration.

Cf. Cours de Golse, Chapitre 1 partie 3.

Proposition 2.3. Pour ve D' et o € D, 7 = @ est bien C*.

Démonstration.
En effet, pour tout a e N* : 0%(y+ @) = 0%+ @ =y 0%
qui est bien C* car p € D = CZ.

Proposition 2.4. Pour ve D' et p,p € D :
e,y ={nrg)y ol Yz i(—a)

Théoréme 2.1. D(Q) est séquentiellement dense dans D'(R2), i.e. :
Vye D'(2) 3Jo, € D(Q) on —> v  dans D'

Théoréme 2.2.

VoeD  doxp=¢

Démonstration.
Soit ¢ € D.
o) = oo ) = 32 000) = [ 30— 0)(@)s = [ plapla)ds = o)

- 93 -



Quatriéme partie

Transformée de Fourier, Espace de

Schwarz et Distributions tempérées

24






1 Transformée de Fourier sur L*
Définition 1.1 (Transformée de Fourier sur L'(R%)).

v¢eR? VfeL'(RY) FrE) = f©) = / e "8 f(x)dx
IR

ot (-,-) est le produit scalaire.

Proposition 1.1. F est une fonction linéaire et continue de L' dans l'espace Cy ot :

Co={geC'(R?): lim g(¢) =0} muni de la norme L*

1
€
Démonstration.

Im(F) < L® et F est continue de L' dans L®
En effet, pour tout fe L' :

| FF(©)e < /If(ﬂf)|d95 = [flh car |79 =1

[RY|

Il s’agit d’une application linéaire de norme inférieure a 1 de L' dans L®.

Im(F) < CY
On passe a la limite sous le signe intégrale (CV Dominée). On peut

car on a la domination suivante :
Ve e RY ‘e_i(x’g)f(x)‘ < |f(2)] pour fe L'
Im(F) € Co

On commence par traiter le cas ou f € D.

Soit £ € R? non nul, on a :

FF(E) = / i) f(z)de = / i) () g

R4 R4
-1 . -1
IPP suivant & — = /.—6Z(Ilfl+"'+x‘i§d)5l~cf(35)dﬂlj = —Fouf(x)(&)
] ka ka
R

Or, 0pf € D < L'. Du coup Fo,f € L*. Dot :

FHOI < | Fouf]e
k|

- 96 -



Ceci est vrai pour tout k€ {1,--- ,d}, d’ou :

1 lél—

mar(ler], ey mex e 0

VﬂM<mm<l |“)mmf@ﬂﬂu<

Ea

Reste a étendre par densité a f € L.
Soit (fx)r © D une suite approximante telle que f, — f dans L.

On veut montrer que :
Ve>0 IM >0 [{|=M = |Ff(|<e

Prenons k tel que : | f — fil1 < 5.

Comme F : L' — L® est de norme inférieure a 1, alors :

”‘Ff_kaHoo <

DO | ™

D’autre part, il existe M > 0 (qui dépend de k et €) tel que :

€
=M — |FREl<]
Du coup, par 'inégalité triangulaire, on obtient, :
e €
gl=M = |ff(5)|<§+§=5

Proposition 1.2. Si f,g € L. Alors :
F(f+g)=Ff-Fg

o fxge L' et F(f+g), Ff, Fge L.

Démonstration.
Comme f, g€ L', alors f + g € L' et les hypothéses de domination de Fubini-Tonelli sont

vérifiées. D’ou :

F(f+g)(€) = /lwfwﬁw—/l“>/f —y)dy | du

T

//f i(x’é)dxdy

_97



On pose P : (JC) — (u) = (x—y) ol Jac ® = (1 _1>
Yy v Y 0 1

et det(Jac @) = 1.

Donc

F(f + g)(€) = / / F(0)g(w)e T dudy

= /f (v)e_i(”’f)dv /g(u)e_"(“’g)du

u

= F (&) - Fy(&)

Définition 1.2 (Gaussienne).

Soit a > 0. On définit la Gaussienne en a de x € R? part :

Ga(x) := exp (#)

Proposition 1.3. Pour a >0, on a :

Démonstration.

¢ Le cas générale découle du cas a = 1 par dilatation
o Méthode 1 : Analyse complexe (intégrale suivant le contour)

o Méthode 2 : Astuce avec les équations différentielles (cf. Le Dret)

Corollaire 1.1. On a :

FFGa(x) = (20)1G,(x)
ot, par définition : ]-N"g(ac) = j—?(w) = Fg(—x) avec g € L'

Théoréme 1.1 (1¢*¢ forme de l'inversion de Fourier).

Soit f e LY(RY) telle que Ff e L'(RY). On a alors :

f(2) = (2m) / ¢wO f(€)de = (2m) F f(x)

Rd

- 98 -



Démonstration.

Voir Le Dret.

Théoréme 1.2 (Fourier-Plancherel).

L’application linéaire (2#)?}", a priori définie sur L' n L? e L?, se prolonge & L? en

une isométrie bijective de L* dans lui-méme.

Son inverse est définie sur L' n L? S L? par (2#)%]? puis se prolonge par densité dans
ense
L2

2 Espace de Schwarz : S
Définition 2.1 (S(R?), espace de Schwarz).
feS < feC® e VYa,feN' ffer®

On munit § d’une famille dénombrable de semi-normes indicé par k € N :

-

|fles = sup |#90° f(x)]
laf,|Bl<k
Définition 2.2 (Convergence dans S).
Convergence dans S <= Convergence pour | - ||x.s pour tout k € N

a2
Ezemples 2.1. (1) z+— e 2

(2) @ i)

Contre-Ezemple 2.1. x — e~ car non dérivable en 0.

Proposition 2.1. Pour tout f€ S on a :

F(oof)(€) =ieeFfE) et Faf)(€) = oL Ffe)

- 99 -



Démonstration.
Par récurrence, on se réduit & a = (0,---,1,0,---,0) ou 1 est placé sur le k — iéme
coefficient.

Du coup, il suffit de montrer que :

FOuf)E) =i&Ff(&) et Flapf)(E) = idF[(E)
On a le droit d’utiliser la formule intégrale car f, 0y f, zixf € L' n L%
En effet, f € S donc (1 + 2¢t1)f e L, d’ou f(x) < W et donc f e L.
De méme, on prouve que f € L?, 0,f, xif appartiennent & L' n L2,
D’ou, par intégration par parties on a :

F(ouf) () = / e @O0 f(x)dx = / e @Oig, f(x)dr = i& Ff(€)

R4 R4

Flapf)(€) = /xkei(“’”@f(x)dx = 10 /ei(x’f)f(a:)da:

R4 R4

Proposition 2.2. F envoie S dans lui méme bijectivement.

Démonstration.

Soit f € S(R?). On veut montrer que :
() Fr e o)
(ii) Va,8  £*0°(Ff)(€) bornée

(i) On sait que :
2°f e S(RY) < L' n L*(RY)

En effet :
|2°fles = sup [270°(@*f)l < C sup  [2¥07 flo < C|flktials
Iv]I8l<k \a’l\élkﬂal
BlI<k

e Comme zf € L*(R?), on a que F(z®f) est bien définie dans L?(RY)
o Comme zf € L*(RY), F(z*f) est bien donnée par :
Ftf)(©) = [ 9 fayds

Rd
et surtout :

F(z*f) € Co(RY)
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Or,
Fa®f)(€) = ilog f(e)

Du coup, pour tout « :
oL1F(€) e Co(RY) = L2 (RY)

C’est la preuve de Ff € C*(RY).

ol 5\04 o?
G = g o (aw;,)
EFFNE =€ 5 FENE) = e FE GO

Il reste & montrer que F(0*(x”f)) est bornée. On sait que :

feS — i°feS

Rappel 2.1.

(ii) On a :

De méme :

PfeS = o(PflesS
Du coup, 0*(x°f) € L' n L% Do :
EN(Ff)(§) e L”

Mais on veut une information plus précise. Comme 0%(z° f) € S = L' n L? alors :

€28 (FP)©)] = |[F @ (" 1)(©)| = / e O (8 £ (1) d

R4

</‘aa(xﬁf)(a:)‘dx

< 4(; ‘(1 + |$|d+1)8°‘($6f)(x)‘ dx

1+ |$|d+l)
—_——

€Ll cf exl TD1

Si on note : o / dx
T ) @ )
Rd

Alors, pour tout o, S on a :

\FWGﬁQHSQWO+MWUW@WNM%<C‘Tﬁ\Wmﬂw
Vsla
[61<|Bl+d+1

<C. ||meax(|a\,|,B\)+d+1,S
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Remarque 2.1. La premiére inégalité est vraie. En effet, prenons les deux fonctions :

1
g:x'_’WELI hIZL"—>‘(1+|3L’|d+1)5a(lﬂf)‘€[zoo

Donc par Hélder, le produit gh est dans L' et

lghly < lglilhl e

Du coup : 5
[ Fflks = sup [¢°0"(Ff)loo < Clflrsarrs
al,|Bl<k
On a bien F : § — §. 1l s’agit bien d’une application bijective car son inverse
(27) 4 F envoie aussi S dans S.

Concrétement sur S :

¢ JF injective car pour tout fi, fo € S on a:

Fh=Fh = @ FFh=0m"FFh = h=h

o F surjective car pour tout g€ S :

g€ SIMF car g= }"((27r)’d}~"g)
S
€

Proposition 2.3. Pour f,ge S :
() F(f=9)=F3
(i) F(fg) = (2m) f+3

Démonstration.
(i) Ona f,ge S = f,ge L? pour tout p.
Prouvé pour p = 1, par définition ¢’est vrai aussi pour p = oo donc c’est vrai pour
tout p par interpolation (Ex 4 - TD 1).
Du coup f+g € L' (en appliquant Young & f € L' et ge L' avec 1 +1 = 1 + 1) et
f*ge€L? (en appliquant Young & f e L' et g€ L? avec T + 1 =1 +1).

Donc :

F(f +g)(6) = / (f  g)(a)dr = / e i) / Fw)ge — y)dy | de

R4 reRd yeRd
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H: (z,y) — e @O f(y)g(z —y) € L' car :

|H (z,y)| < |f(y)]-lg(z — )]

et avec le changement de variable u = z — y et v = y, on obtient :
[ 1t iasdy = [ [15llgt)idude = | lulgls <+
Ty U v

ce qui nous permet d’appliquer le théoréme de Fubini-Tonelli :

F(feg)(€) = / / i) f ()@ g — y)dudy

reRIyeR4

u =z-y } o //e—i(vvﬁ)f(U)@—i(“vf)g(u)dudv
voo=Yy

= /e_i(“’g)g(u)du./e_i(”’f)f(v)

v

— Fol©)F©)

(ii) On veut montrer que F(fg) = (27) f + § en utilisant (i). on a, par bijectivité de
Fsur S
Vf,geS  F(fg)=(2n) "Ff+Fg
— VF,GeS F(F'FF'G)=(0n)"FF'F+FF'G
— VF,.GeS (2n) 'F:+G=F(F'FF'G)
= VF,GeS (2n) ' FYF+G)=F'FF'G
— VF,GeS (2n)YMF(F+G)= (2r) 2 FF.FG
— VF,GeS V& F+G(=¢) =F(=G(=€) ce qui est vrai par (1)

]

3 Distributions tempérées

Définition 3.1. On a v une distribution tempérée (notée v € S') si :
— 7 est une forme linéaire sur S.

- JkeN IC>0 VoeS  [(v,¢)] <C|¢lks
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Définition 3.2. Par définition :

U, —> u dans ' = VeS8 (u,,p)— {u,¢)

Proposition 3.1. Toute distribution tempérée est une distribution.

Démonstration.
Soit K un compact dans R%. Pour ¢ € D et suppp < K, il existe k € N et C' > 0 tels
que :

<700l < Clolr,s

par définition des distributions tempérées.

Donc :

(v o)l < C sup [2°0%p()]|e
a8l <k

Or, ¢ est a support compact donc il existe M > 0 tel que K < B(0, M). D’ou :

[y @)l <C sup [270%p(x)| < C.max(1, M*) sup 07 p(x)]
ol 18|k el |I<k

Donc v est bien une distribution.

Ezxemples 3.1.

Distributions tempérées' ) o .
Les Dirac et leurs dérivées. Les LP avec leurs dérivées.

Les fonctions f telles que : 3C >0 |f(2)] < C(1 + |z])k

T . . . . .
x — e est une distribution tempérée.

Distributions non tempérées
(Distributions non (mperces ] o), S enp(h)i

k=1

Démonstration des exemples.

Les dérivées seront faites plus tard.

e v =J. Soit p e S(R?) :

[0l = o)) < sup [290%p(2) |
o810
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e v € LP. Soit p € S(RY). Par Holder, on a :

1 1
oo = | [rele)ds| < lllely  avee S+ =1
Rd

Si p = oo, il suffit de borner (7, )| par | 7|« |ello.s et c’est gagné.

Sinon :
1/p
ol <l | [le@Pda
R4
1/p
1 ' d+1
<hlb | [ e @ @+l
Rd Y———— eL® ;(:T pES
eL!
. 1 i1
Hilder — < |/, A5 [ HSO(CU)(l +z|) v
1
. d+1
< C.K.|¢lms ot m = [ p’ —‘

Rappel 3.1. Pour z e R :
o [r]=min{keZ : k= ux}
o |z] max{keZ : k <z}
e [ a croissance polynomiale : méme idée que f € L (cf. le Dret)

o v +— exp(x) € L, = D'. Cependant, elle n’est pas dans S'.

loc

Argument "moral" : Soit ¢ € S telle que pour |z| = 1: p(z) = e~1#I/2,
On a : (v, p) = +oo car f;roo Yo = f1+oo e*/?.
e Pour finir, 7 : x — e, Soit a : > —ie’, e L® € §'. Alors v =’ € &

par le théoréme suivant (théoréme 3.1).

Définition 3.3. Soit A: S — S linéaire. On dit que A est continue si :
VkeN 3C >0 3K eN HAQOH/WS < CHQD||]€/75
En particulier : v, — 0 = Ay, — 0

Théoréme 3.1. Les applications suivantes :
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(a) La transformation de Fourier
(b) La dérivation
(¢) La multiplication par f € C* telle que :
YaeN? 3C(a) >0 6% f ()| < Ca)(|z] + 1)K

(d) La convolution par f telle que :
YN=0  flofNelL!

(e) La réflexion : o — @(—-)
(f) La conjugaison
(g) La translation

Sont continues sur S.

Démonstration.

(c), (d) voir le Dret et (e), (f), (g) évidentes.

(a) Comme vu avant : |Fulrs < Cuayllt)prarie
(b) |0%ulps = sup 270 u(z)]w < sup  [2%07u(@) ] = [tlpsjals
18].IvI<k |B|<k+|o
[y I<k+|al

]

Corollaire 3.1. Comme dans D', les opérations précédentes sont par définition définies
par dualité sur S'.

Elles sont définies comme dans D' sauf la nouvelle opération F définie par :

(Fr,0) =7, Fp)

Proposition 3.2. Si ¢ € 8’ appartient ¢ L?, alors Fo coincide avec la transformée de

Fourier usuelle.

Proposition 3.3. F est inversible dans S' avec F~lu = (27r)_dfﬂ pour u € §'.
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Proposition 3.4.

F(0%u) =il°l¢eFu

pour ueS
F(xvu) = il*o%(Fu)

Théoréme 3.2. Soit f € §'. Alors il existe un unique u € S tel que —Au +u = f
d A2

ot A = — > — (Le Laplacien, c’est aussi la divergence du gradient, i.e., la trace de la
i=1T;

matrice Jacobienne du gradient ou Hessienne)

Démonstration.
~-Autu=f e (1+|§|2)a=f

1 ~
ENEERE

On prend donc 4 =

]

Définition 3.4. Si f = Jy, une solution u € &’ d’'un EDP linéaire avec H = ), C,0%
la|<N
générale H(u) = &y s’appelle une solution élémentaire de H.

G H

Remarque 3.1. = dp, alors par linéarité :

H(usf) = Hus f =6+ f =

Par exemple avec —u’ + 2u” — 4u”.
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