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Rappels d'analyse fonctionnelle
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1 Introduction

Dé�nition 1.1. LppΩq avec Ω un ouvert de Rn est l'ensemble des fonctions p-intégrables,

i.e. }f}pLp � }f}pp �
´
|f |p   8.

Remarque 1.1. À partir de maintenant, Ω est supposé connexe.

Dé�nition 1.2 (Dual).

Soit E un espace vectoriel normé. E� est son dual, i.e., l'ensemble des applications li-

néaires et continues de E dans R (vectoriel Ñ linéaire et normé Ñ continue).

Dé�nition 1.3 (Convergences).


 Convergence faible :

E Q xn á x P E ðñ @ϕ P E� ϕpxnq ÝÑ ϕpxq


 Convergence faible � dans E� :

E� Q ϕn
�
á ϕ P E ðñ @x P E ϕnpxq ÝÑ ϕpxq

Théorème 1.1 (Banach-Alaoglu cas E séparable).

La boule unité de E� est ��faible compacte.

Théorème 1.2. � Pour p   �8 : pLpq1 � Lp
1

où 1
p
� 1

p1
� 1

� Pour p � �8 : pL8q1 � L1

2 Inégalités et corollaires

Proposition 2.1 (Inégalité de Hölder).

Si f P LppΩq, g P Lp
1
pΩq alors :

fg P L1pΩq et }fg}1 ¤ }f}p}g}p1 où
1

p
�

1

p1
� 1

Dé�nition 2.1 (Convolution).

Pour p, q P r1,�8r, avec la condition 1
p
� 1

q
¥ 1, on a que la convolution u �v entre u P Lp

et v P Lq est un élément de Lr ; où r est donnée par 1
p
� 1

q
� 1� 1

r
; dé�nie par :

pu � vqpxq �

ˆ �8

�8

upx� tqvptqdt �

ˆ �8

�8

uptqvpx� tqdt

Proposition 2.2 (Inégalité de Young).

}u � v}r ¤ }u}p}v}q avec
1

p
�

1

q
� 1�

1

r
(2.1)
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Corollaire 2.1 (de Young).

C8c pΩq est dense dans LppΩq (sauf si p � �8).

Démonstration.

Cette preuve utilise l'approximation de l'unité (cf. Le Dret).

Remarque 2.1. Si p � 8, soit f � 1. Supposons qu'il existe pfnqn � C8c pΩq telle que

fn
L8
ÝÑ f .

Impossible. En e�et, pour tout n P N il existe xn P Ω tel que fnpxnq � 0 (il su�t de

prendre xn P ΩzSupppfnq).

Donc fpxnq � fnpxnq � 1 ùñ }fn � f}L8 ¥ 1 pour tout n P N.

Contradiction avec l'hypothèse fn ÝÑ f .

3 Multi-indice et dimension supérieure

Dé�nition 3.1. Pour ÝÑα � pα1, � � � , αNq P NN . ÝÑα est appelé : multi-indice.

On a :

|ÝÑα | :�
Ņ

k�1

αk ; ÝÑα ! :�
N¹
k�1

αk! ; ÝÑx ~α :�
N¹
k�1

xαkk

Pour se rappeler de ces formules, il faut que leurs dé�nitions fonctionnent en dimension

N � 1.

Dé�nition 3.2 (Di�érentielle).

Pour ÝÑα P NN , on pose |ÝÑα | � k. Soit u P CkpΩq avec Ω � RN . On dé�nit la di�érentielle

comme suit :

B~αu �
Bku

Bα1x1 � � � BαNxN

Exemples 3.1. (1) Bp1,42,69qu �
B112u

Bx1B42x2B69x3

(2) Bp75,13qu �
B88u

B75x1B13x2

Comme la rivalité Lyon - St-Étienne, on a la rivalité Paris - Marseille
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Dé�nition 3.3 (Coe�cient binomial d'un multi-indice).�
� ÝÑα

ÝÑ
β

�

� N¹

k�1

�
� αk

βk

�



Dé�ni si 0 ¤ βk ¤ αk pour tout k P N noté :
ÝÑ
0 ¤

ÝÑ
β ¤ ÝÑα .

Rappel 3.1. Si 0 ¤ n ¤ m,

�
� m

n

�

 :� m!

n!pm�nq!
et donc m � n ¥ 0 car la factorielle n'est

dé�nie que pour les entiers positifs.

Tout est cohérent car : �
� ÝÑα

ÝÑ
β

�

� ÝÑα !

ÝÑ
β !pÝÑα �

ÝÑ
β q!

En e�et :�
� ÝÑα

ÝÑ
β

�

� N¹

k�1

�
� αk

βk

�

� N¹

k�1

αk!

βk!pαk � βkq!
�

±
αk!±

βk!
±
pαk � βkq!

�
ÝÑα !

ÝÑ
β !pÝÑα �

ÝÑ
β q!

Proposition 3.1 (Taylor avec o).


 En dimension 1 :

Soit f P CkpIq avec I un intervalle de R. Soient x, y P I. On a la formule de

Taylor :

fpyq �
ķ

i�0

py � xqi

i!
f piqpxq � oppy � xqkq (3.1)


 En Dimension supérieure :

Soit f P CkpΩq avec Ω � Rn. Soient ÝÑx ,ÝÑy P Ω tels que pour tout t P r0, 1s,

tÝÑx � p1 � tqÝÑy P Ω. Alors :

fpÝÑy q �
¸
|~α|¤k

pÝÑy �ÝÑx q~α

ÝÑα !
B~αfpÝÑx q � op}ÝÑy �ÝÑx }kq (3.2)

Proposition 3.2 (Leibnitz).


 En dimension 1 : Soient f, g P CkpIq. Pour x P I avec I un intervale de R :

pfgqpkqpxq �
ķ

i�0

�
� k

i

�

f piqpxq gpk�iqpxq (3.3)
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 En dimension supérieure : Soient f, g P CkpΩq. Soient ÝÑx ,ÝÑy P Ω tels que pour tout

t P r0, 1s, tÝÑx � p1 � tqÝÑy P Ω. Si |ÝÑα | ¤ k alors :

B
ÝÑα pfgqpxq �

¸
~β¤~α

�
� ÝÑα

ÝÑ
β

�

B~βfpxq Bp~α�~βqgpxq (3.4)
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Deuxième partie

Un peu d'Analyse fonctionnelle et de

fonctions test
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1 Quelques dé�nitions

Lemme 1.1 (de localisation).

Si f P L1 satisfait :

@g P C8c pΩq
ˆ
fg � 0

Alors f � 0.

Dé�nition 1.1. L'espace L1
locpΩq.

f P L1
loc veut dire que pour tout compact mesurable K ��loomoon

compact
inclus

Ω f P L1pKq.

Exemples 1.1. 
 Si Ω � R : f � 1


 f P Lp pour tout p P r1,�8s :

f P LppΩq ùñ f P LppKq ùñ f P L1pKq car |K|   8

Remarque 1.1. On peut sans problème dé�nir le support pour f P L1
locpΩq.

Dé�nition 1.2. DpΩq :� C8c pΩq.

Dé�nition 1.3 (convergence dans D).

fn
nÑ8
ÝÑ f dans DpΩq veut dire qu'il existe K �� Ω tel que :$''&

''%
DN0 P N @n ¥ N0 Supppfnq � K et Supppfq � K

@α P Nn sup
xPK

pxPΩq

|Bαfnpxq � Bαfpxq|
nÑ8
ÝÑ 0

2 Distributions

Dé�nition 2.1. D1pΩq � pDpΩqq1.

On dit que γ est une distribution (ou forme linéaire et continue) sur D si γ véri�e :


 Linéarité : $&
% γpλϕq � λγpϕq

γpϕq � γpψq � γpϕ� ψq
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 Continuité :

Pour tout K �� Ω :

DNpKq ¥ 1 @ϕ P C8c pΩq telle que Supppϕq � K, on a|xγ, ϕy
�γpϕq

| ¤CK sup
xPK

|α|¤NpKq

|Bαϕpxq|

ou CK
¸

|α|¤NpKq

}Bαϕ}8

Proposition 2.1. Si fn
nÑ8
ÝÑ f , alors ϕpfnq

nÑ8
ÝÑ ϕpfq dans R pour tout ϕ P D1.

Démonstration.

Il existe K �� Ω tel que pour tout n P N, Supppfnq � K et Supppfq � K.

Comme Supppfn � fq � K, il existe CK et NK tels que :

|ϕpfn � fq| ¤ CK . max
|α|¤NK

}Bαpf � fnq}8

Or, }Bαpfn � fq}8
nÑ8
ÝÑ 0 par continuité de la norme in�nie.

D'où :

|ϕpfnq � ϕpfq|
nÑ8
ÝÑ 0

Donc :

ϕpfnq
nÑ8
ÝÑ ϕpfq

Dé�nition 2.2. On a la dé�nition, par dualité, de la convergence :

ϕn
nÑ8
ÝÑ ϕ dans D1 veut dire que :

@f P D ϕnpfq
nÑ8
ÝÑ ϕpfq

Remarque 2.1. La convergence dans D1 peut se voir comme une convergence faible-�.

Exemples 2.1.


 Pour tout p ¥ 1, LppΩq � D1pΩq :

Dans le sens où pour tout γ P LppΩq, γ : fP

DpΩq

ÞÝÑ
´
fP

D
X

Lp
1

γP

Lp

P R est une distribution.

� Linéarité : Évident
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� Continuité : Soit K �� Ω tel que Supppfq � K. On a, |γpfq| �
��´ fγ��.

�� ��Si p � 1 Alors p1 � 8. D'où :

|γpfq| �

����
ˆ
K

fγ

���� ¤ }f}p1}γ}p ¤ }γ}p.

�
�ˆ

K

|f |p
1

�



1
p1

¤ }γ}p

�
|K|.}f}p

1

8

	 1

p1

¤ }γ}p.|K|
1{p1looooomooooon

Cte CK

sup
|α|¤0

}Bαf}8

�� ��Si p � 1 |γpfq| ¤ }f}8}γ}1 donc c'est bon et CK � }γ}1 ne dépend plus du

compact.


 L1
locpΩq � D1pΩq :

Si γ P L1
locpΩq, ϕ P D et si Supppϕq � K �� Ω alors, par l'inégalité de Hölder

(Inégalité (2.1)) :

|γpϕq| �

������
ˆ

K

γϕ

������ ¤ }γ}L1pKq}ϕ}8

Dé�nition 2.3. Biγ pour γ P D1.

Biγ P D
1 est dé�nie par :

ϕ ÞÝÑ Biγpϕq :� p�1q.γpBiϕq

Si γ P C1pΩq : Biγ est la dérivée usuelle Biγ (dérivée de γ par rapport à la i-ème coordon-

nées). Pour le voir, il su�t d'intégrer par parties. En e�et :

Exemple 2.1. Si Ω �sa, br.

ˆ b

a

γ1ϕ � �

ˆ b

a

γϕ1 � lim
εÑ0

rϕpb� εqγpb� εq � ϕpa� εqγpa� εqsloooooooooooooooooooooooooomoooooooooooooooooooooooooon
�0 car ϕ est à support compact
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3 Généralisation en dimension supérieure : Distribu-

tion couche simple

Dé�nition 3.1 (Généralisation - par récurrence).

Pour α P Nn et γ P D1, Bαγ est donnée par :

D Q ϕ ÞÝÑ xBαγ, ϕy � p�1q|α|xγ, Bαϕy

On admettra pour la suite que ces objets sont des distributions. En e�et, la linéarité est

évidente et il su�rait de montrer la continuité.

Dé�nition 3.2 (Le Dirac en x noté δx).

δx : D Q ϕ ÞÝÑ ϕpxq

Proposition 3.1. δx est bien une distribution.

Démonstration.

Soit K �� Ω.

|xδx, ϕy| � |ϕpxq| ¤

CK
q

1 .}ϕ}8

Rien ne dépend de K car CK � 1 et NK � 0.

Remarque 3.1. δ1x : ϕ ÞÝÑ p�1qxδx, ϕ
1y � �ϕ1pxq. D'où :

xδ1x, ϕy � �xδx, ϕ
1y

Il su�t d'appliquer la dé�nition de la dérivée (Dé�nition (3.1)).

Dé�nition 3.3 (Couche simple).

Ω � R2. Soit ∆ P R2 une droite (Considérer, de manière générale, que ∆ est un hyperplan,

i.e., un objet de dimension n� 1 dans Rn).

On dé�nit : DpR2q Q ϕ : ÞÝÑ
´
∆

ϕ.

Si Supppϕq � K alors : ������
ˆ

∆

ϕ

������ ¤ µp∆XKq}ϕ}8

où µ est la mesure de Lebesgue en dimension 1 sur la droite.

- 15 -



Troisième partie

Théorie des distributions :

Manipulations et propriétés
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1 Généralités

Dé�nition 1.1 (Ordre d'une distribution γ).

Pour tout K �� Ω, il existe un N P N tel que pour tout ϕ P C8c pΩq avec Supppϕq � K :

|xγ, ϕy| ¤ CK . sup
|α¤N

}Bαϕ}8

Pour chaque compact, il existe NK P N minimal que l'on va appeler l'ordre de γ sur K

et noter ordreKpγq.

Alors :

ordreΩpγq � sup
K
tordreKpγqu

Exemples 1.1. f P L1
loc, δ0, δ10,

°
n¥1

δn,
°
n¥1

δ
pnq
n :

� Si f P L1
loc : ordre � 0 (car 0 dérivées)

� δ0 : ordre � 0

� δ10 : ordre � 1

�
°
n¥1

δn : ordre � 0 mais pourquoi est-ce vraiment une distribution car on a une

somme in�nie ?

Il s'agit bien d'une distribution car :

Soit K �� R. Il existe N P N tel que K � r�N,N s :�����x
8̧

n�1

δn, ϕy

����� � |ϕp1q � � � � � ϕpN � 1q| ¤ pN � 1q}ϕ}8

�
°
n¥1

δ
pnq
n : ordre � �8.

Remarque 1.1. Une somme in�nie de distributions n'est pas toujours une distribution.

En e�et :
°
n¥1

δ 1
n
n'est pas une distribution sur Ω � R. Par contre, c'est une distribution

sur Ω �s0, 1r.

Si Ω � R
La série

°
n¥1

ϕ
�

1
n

�
diverge dès que ϕp0q � 0.

En e�et, quand n Ñ 8, 1
n
Ñ 0 et comme ϕ est continue, ϕp 1

n
q
nÑ8
ÝÑ ϕp0q. Du coup,

si ϕp0q � 0 alors la limite du terme général de la série est di�érente de 0 ce qui implique
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que la série diverge grossièrement.

Si Ω �s0, 1r
Si Supppϕq �� K. Soit N P N tel que K �

�
1
N
, 1 � 1

N

�
. Alors :�����x

¸
n¥1

δ 1
n
, ϕy

����� ¤
Ņ

n�1

����ϕ
�

1

n


���� ¤ N}ϕ}8

Dé�nition 1.2 (Support d'une distribution).

Soit γ P D1pΩq. Soit rΩ l'ouvert maximal tel que :

@ϕ P DpΩq Supppϕq � rΩ ùñ xγ, ϕy � 0

Alors le fermé relatif ΩzrΩ dans Ω est appelé support de γ.

Exemples 1.2. 
 Si γ P L1
loc les 2 notions de support coïncident


 Supppδ0q � t0u


 Supp

�°
n¥1

δ
pn2q
n



� N

Proposition 1.1. Si Supppγq � txu un singleton. Alors, il existe N P N et il existe une

suite pb~αq|~α|¤N où ~α � pα1, � � � , αnq tels que :

γ �
¸

|~α|¤N

b~αB
~αδx

Remarque 1.2. La réciproque de la proposition précédente (proposition (1.1), TD2 Ex 2)

est vraie mais triviale.

Dé�nition 1.3 (Ré�exion par densité).

Ω � RN . Soit ϕ P D. On dé�nit rϕ par :

rϕ :� ϕp��q, i.e., x ÞÝÑ rϕpxq � ϕp�xq

Soit γ P D1, on dé�nit rγ par :

rγ : ϕ ÞÝÑ xγ, rϕy � γprϕq
Remarque 1.3. On pourrait aussi dé�nir de même les dilatations et les translations dans

C.
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Dé�nition 1.4 (Conjugaison).

Soit γ P D1. On dé�nit γ par :

γ : ϕ ÞÝÑ xγ, ϕy où � est le conjugé dans C

Si γ P L8 alors γ coïncide avec la conjugaison usuelle de fonctions.

Dé�nition 1.5. Soit f P C8pΩq.
Si ϕ P D, alors fϕ P D.

Pour γ P D1 on peut dé�nir :

fγ : ϕ ÞÝÑ xγ, fϕy

Proposition 1.2. Les 5 opérations suivantes :

(i) Ré�exion

(ii) Conjugaison

(iii) Multiplication par f P C8

(iv) Translation

(v) Dérivation

(vi) Dilatation

donnent bien des distributions. Chacune de ces opérations sont continues de D1 dans

lui-même.

Application 1.1. Montrons que la valeur absolue | � | est une distribution et calculons sa

dérivée (au sens des distributions). Soit γ : D ÝÑ R

ϕ ÞÝÑ
´
|x|ϕpxqdx

.

γ est une distribution

γ P L8locpΩq ùñ γ P L1
locpΩq ùñ γ est une distribution

Car γ est bornée sur chaque compact.
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Calcul de γ1
Soit ϕ P D, on a :

xγ1, ϕy � �xγ, ϕ1y � �

ˆ 0

�8

p�xqϕ1pxqdx�

ˆ �8

0

xϕ1pxqdx

�

ˆ 0

�8

xϕ1pxqdx�

ˆ �8

0

xϕ1pxqdx

� rxϕpxqs0�8 �

ˆ 0

�8

ϕpxqdx� rxϕpxqs�80 �

ˆ �8

0

ϕpxqdx

�

ˆ �8

�8

signpxqϕpxqdx

Donc p| � |q1 � signpxq.

Application 1.2. Même chose avec la fonction signpxq.

xsign1, ϕy � �xsign, ϕ1y �

ˆ 0

�8

ϕ1pxqdx�

ˆ �8

0

ϕ1pxqdx

� ϕp0q � p�ϕp0qq � x2δ0, ϕy

Donc sign1 � 2δ0 (2δ0 correspond à la taille du saut).

Proposition 1.3 (Formule des Sauts).

Soit f une fonction C1 par morceaux sur un intervalle I, i.e. :

� il existe une subdivision a1, � � � , an telle que f est C1 sur Izta1, � � � , anu (qui est un

ouvert non connexe mais ça ne pose aucun problème)

� @i P t1, � � � , nu limεÑ0� fpai � εq et limεÑ0� fpai � εq existent et sont �nies

Alors on a dans D1 :

f 1 � f 1|Rztaiu
�

ņ

i�0

δairfpa
�
i q � fpa�i qs (1.1)

Remarques 1.1. (1) C1 par morceaux peut également être dé�nie avec une subdivision

dénombrable (non forcément �nie) tant que pour tout K �� I, K contient un

nombre �nir de ai.

(2) Comme f P L1
loc, f est vue comme une distribution

Démonstration.

La démonstration est identique à l'exemple (1.2).
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Exemple 1.1. On peut appliquer la formule des sauts (formule (1.1)) à la fonction partie

entière.

Soit γ la partie entière. Calculons γ1 :

γ1 �
¸
nPZ

δn

2 Convolution

Référence : Le Dret Chapitre 6.

Proposition 2.1.

lim
kÑ�8

Xk � δ0

Rappel 2.1. Xk : x ÞÝÑ knX pkxq où

$'''&
'''%

X P D

SupppX q � Bp0, 1q
´
X � 1

Démonstration.

Soit ϕ P D. On a :

xXk, ϕy �

ˆ

Rn

Xkpxqϕpxqdx �

ˆ

Rn

knX pkxqϕpxqdx

�

ˆ

Rn

X pyqϕ
�y
k

	
loomoon
Ñϕp0q

pavec chgt. de var. y � kxq

Comme ���X pyqϕ�y
k

	��� ¤ }X }81Bp0,1q sup
Bp0,1q

|ϕ|

uniformément en k et cette fonction là est intégrable sur Rn et de plus ϕ est continue

donc on peut passer à la limite sous l'intégrale :

xXk, ϕy ÝÑ

ˆ

Rn

X pyqϕp0qdy � ϕp0q.

�1hkkikkjˆ
X � xδ0, ϕy
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Dé�nition 2.1 (Convolution D1 �D Ñ C8).
Pour γ P D1pRnq et ϕ P DpRnq :

γ � ϕ : x ÞÝÑ xγ, ϕpx� �qy

Proposition 2.2.

Si : � f P C8c et g P L1
loc

ou

� f P C8 et g P L1

Alors f � g est bien dé�nie et est dans L8 (Par Young, Inégalité (2.1)).

De plus f � g P C8 et :

Bαpf � gq � Bαf � g

Démonstration.

Cf. Cours de Golse, Chapitre 1 partie 3.

Proposition 2.3. Pour γ P D1 et ϕ P D, γ � ϕ est bien C8.

Démonstration.

En e�et, pour tout α P Nn : Bαpγ � ϕq � Bαγ � ϕ � γ � Bαϕ

qui est bien C8 car ϕ P D � C8c .

Proposition 2.4. Pour γ P D1 et ϕ, ψ P D :

xγ � ψ, ϕy � xγ, rψ � ϕy où rψ : x ÞÑ ψp�xq

Théorème 2.1. DpΩq est séquentiellement dense dans D1pΩq, i.e. :

@γ P D1pΩq Dϕn P DpΩq ϕn ÝÑ γ dans D1

Théorème 2.2.

@ϕ P D δ0 � ϕ � ϕ

Démonstration.

Soit ψ P D.

xδ0 � ϕ, ψy � xδ0, rϕ � ψy � rϕ � ψp0q � ˆ
x

rϕp0 � xqψpxqdx �

ˆ

x

ϕpxqψpxqdx � xϕ, ψy
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Quatrième partie

Transformée de Fourier, Espace de

Schwarz et Distributions tempérées
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1 Transformée de Fourier sur L2

Dé�nition 1.1 (Transformée de Fourier sur L1pRdq).

@ξ P Rd @f P L1pRdq Ffpξq � f̂pξq :�

ˆ

|Rd|

e�ipx,ξqfpxqdx

où p� , �q est le produit scalaire.

Proposition 1.1. F est une fonction linéaire et continue de L1 dans l'espace C0 où :

C0 � tg P C0pRdq : lim
|ξ|Ñ8

gpξq � 0u muni de la norme L8

Démonstration.

F linéaire
Clair

ImpFq � L8 et F est continue de L1 dans L8
En e�et, pour tout f P L1 :

}Ffpξq}8 ¤

ˆ

|Rd|

|fpxq|dx � }f}1 car |e�ipx,ξq| � 1

Il s'agit d'une application linéaire de norme inférieure à 1 de L1 dans L8.

ImpFq � C0

On passe à la limite sous le signe intégrale (CV Dominée). On peut

car on a la domination suivante :

@ξ P Rd
��e�ipx,ξqfpxq�� ¤ |fpxq| pour f P L1

ImpFq P C0
On commence par traiter le cas où f P D.

Soit ξ P Rd non nul, on a :

Ffpξq �
ˆ

Rd

e�ipx,ξqfpxqdx �

ˆ

Rd

e�ipx1ξ1�����xdξdqfpxqdx

IPP suivant ξk ÝÑ �

ˆ

Rd

�1

iξk
e�ipx1ξ1�����xdξdqBkfpxqdx �

�1

iξk
FBkfpxqpξq

Or, Bkf P D � L1. Du coup FBkf P L8. D'où :

|Ffpξq| ¤ 1

|ξk|
}FBkf}8
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Ceci est vrai pour tout k P t1, � � � , du, d'où :

|Ffpξq| ¤ min

�
1

|ξ1|
, � � � ,

1

|ξd|



max
k

}FBkfpxq}8 ¤
1

maxt|ξ1|, � � � , |ξd|u
max
k

|Ff 1}8
}ξ}Ñ8
ÝÑ 0

Reste à étendre par densité à f P L1.

Soit pfkqk � D une suite approximante telle que fk ÝÑ f dans L1.

On veut montrer que :

@ε ¡ 0 DM ¡ 0 |ξ| ¥M ùñ |Ffpξq| ¤ ε

Prenons k tel que : }f � fk}1 ¤
ε
2
.

Comme F : L1 ÝÑ L8 est de norme inférieure à 1, alors :

}Ff � Ffk}8 ¤
ε

2

D'autre part, il existe M ¡ 0 (qui dépend de k et ε) tel que :

|ξ| ¥M ùñ |Ffkpξq| ¤
ε

2

Du coup, par l'inégalité triangulaire, on obtient :

|ξ| ¥M ùñ |Ffpξq| ¤ ε

2
�
ε

2
� ε

Proposition 1.2. Si f, g P L1. Alors :

Fpf � gq � Ff � Fg

où f � g P L1 et Fpf � gq,Ff,Fg P L8.

Démonstration.

Comme f, g P L1, alors f � g P L1 et les hypothèses de domination de Fubini-Tonelli sont

véri�ées. D'où :

Fpf � gqpξq �
ˆ

x

e�ipx,ξqf � gpxqdx �

ˆ

x

e�ipx,ξq

�
�ˆ

y

fpyqgpx� yqdy

�

dx

�

ˆ

x

ˆ

y

fpyqgpx� yqe�ipx,ξqdxdy
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On pose Φ :

�
x

y



ÞÝÑ

�
u

v



�

�
x� y

y



où J ac Φ �

�
1 �1

0 1



et detpJ ac Φq � 1.

Donc

Fpf � gqpξq �
ˆ

u

ˆ

v

fpvqgpuqe�ipu�v,ξqdudv

�

�
�ˆ

v

fpvqe�ipv,ξqdv

�


�
�ˆ

u

gpuqe�ipu,ξqdu

�



� Ffpξq � Fgpξq

Dé�nition 1.2 (Gaussienne).

Soit a ¡ 0. On dé�nit la Gaussienne en a de x P Rd part :

Gapxq :� exp

�
�a}x}2

2




Proposition 1.3. Pour a ¡ 0, on a :

FGapξq �

�
2π

a


 d
2

G 1
a
pξq

Démonstration.

� Le cas générale découle du cas a � 1 par dilatation

� Méthode 1 : Analyse complexe (intégrale suivant le contour)

� Méthode 2 : Astuce avec les équations di�érentielles (cf. Le Dret)

Corollaire 1.1. On a : rFFGapxq � p2πqdGapxq

où, par dé�nition : rFgpxq � �Fgpxq � Fgp�xq avec g P L1

Théorème 1.1 (1ere forme de l'inversion de Fourier).

Soit f P L1pRdq telle que Ff P L1pRdq. On a alors :

fpxq � p2πq�d
ˆ

Rd

eipx,ξqf̂pξqdξ � p2πq�d rF f̂pxq
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Démonstration.

Voir Le Dret.

Théorème 1.2 (Fourier-Plancherel).

L'application linéaire p2πq
�d
2 F , à priori dé�nie sur L1 X L2 �

dense
L2, se prolonge à L2 en

une isométrie bijective de L2 dans lui-même.

Son inverse est dé�nie sur L1XL2 �
dense

L2 par p2πq
�d
2 rF puis se prolonge par densité dans

L2.

2 Espace de Schwarz : S

Dé�nition 2.1 (SpRdq, espace de Schwarz).

f P S ðñ f P C8 et @~α, ~β P Nd ~x~αB
~βf P L8

On munit S d'une famille dénombrable de semi-normes indicé par k P N :

}f}k,S � sup
|α|,|β|¤k

|~x~αB
~βfpxq|

Dé�nition 2.2 (Convergence dans S).

Convergence dans S ðñ Convergence pour } � }k,S pour tout k P N

Exemples 2.1. (1) x ÞÝÑ e
�x2

2

(2) x ÞÝÑ px2�4q sinpx2q
ex�e�18x

Contre-Exemple 2.1. x ÞÝÑ e�|x| car non dérivable en 0.

Proposition 2.1. Pour tout f P S on a :

FpBαfqpξq � i|α|ξαFfpξq et Fpxαfqpξq � i|α|B
|α|
ξαFfpξq
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Démonstration.

Par récurrence, on se réduit à α � p0, � � � , 1, 0, � � � , 0q où 1 est placé sur le k � ième

coe�cient.

Du coup, il su�t de montrer que :

FpBkfqpξq � iξkFfpξq et Fpxkfqpξq � iBkFfpξq

On a le droit d'utiliser la formule intégrale car f, Bkf, xkf P L1 X L2.

En e�et, f P S donc p1 � xd�1qf P L8, d'où fpxq ¤ c
p1�|x|d�1q

et donc f P L1.

De même, on prouve que f P L2, Bkf, xkf appartiennent à L1 X L2.

D'où, par intégration par parties on a :

FpBkfqpξq �
ˆ

Rd

e�ipx,ξqBkfpxqdx �

ˆ

Rd

e�ipx,ξqiξkfpxqdx � iξkFfpξq

Fpxkfqpξq �
ˆ

Rd

xke
�ipx,ξqfpxqdx � iBk

�
�ˆ

Rd

e�ipx,ξqfpxqdx

�



Proposition 2.2. F envoie S dans lui même bijectivement.

Démonstration.

Soit f P SpRdq. On veut montrer que :

(i) Ff P C8pRdq

(ii) @α, β ξαBβpFfqpξq bornée

(i) On sait que :

xαf P SpRdq � L1 X L2pRdq

En e�et :

}xαf}k,S � sup
|γ|,|β|¤k

}xγBβpxαfq}8 ¤ C sup
|α1|¤k�|α|

|β1|¤k

}xα
1

Bβ
1

f}8 ¤ C}f}k�|α|,S


 Comme xαf P L2pRdq, on a que Fpxαfq est bien dé�nie dans L2pRdq


 Comme xαf P L1pRdq, Fpxαfq est bien donnée par :

Fpxαfqpξq �
ˆ

Rd

e�ipx,ξqxαfpxqdx

et surtout :
Fpxαfq P C0pRdq
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Or,

Fpxαfqpξq � i|α|B
|α|
ξα
pfpξq

Du coup, pour tout α :

B
|α|
ξα
pfpξq P C0pRdq � L8pRdq

C'est la preuve de Ff P C8pRdq.

Rappel 2.1.

B
|α|
ξα �

B|α|

Bα1
ξ1
� � � Bαdξd

�
B2

BxBy




(ii) On a :

ξαBβpFfqpξq � ξα.
1

i|β|
Fpxβfqpξq � 1

i|α|�|β|
FpBαpxβfqqpξq

Il reste à montrer que FpBαpxβfqq est bornée. On sait que :

f P S ùñ xβf P S

De même :
xβf P S ùñ Bαpxβfq P S

Du coup, Bαpxβfq P L1 X L2. D'où :

ξαBβpFfqpξq P L8

Mais on veut une information plus précise. Comme Bαpxβfq P S � L1 X L2 alors :

��ξαBβpFfqpξq�� � ��FpBαpxβfqqpξq�� �
������
ˆ

Rd

e�ipx,ξqBαpxβfqpxqdx

������
¤

ˆ

Rd

��Bαpxβfqpxq�� dx
¤

ˆ

Rd

1

p1� |x|d�1qlooooomooooon
PL1 cf ex1 TD1

��p1 � |x|d�1qBαpxβfqpxq
�� dx

Si on note :
Cd �

ˆ

Rd

dx

p1� |x|d�1q

Alors, pour tout α, β on a :

��ξαBβpFfqpξq�� ¤ Cd.}p1 � |x|d�1qBαpxβfqpxq}8 ¤ C sup
|γ|¤|α|

|δ|¤|β|�d�1

}xδBγf}8

¤ C.}f}maxp|α|,|β|q�d�1,S
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Remarque 2.1. La première inégalité est vraie. En e�et, prenons les deux fonctions :

g : x ÞÝÑ
1

1 � |x|d�1
P L1 h : x ÞÝÑ

��p1 � |x|d�1qBαpxβfq
�� P L8

Donc par Hölder, le produit gh est dans L1 et

}gh}1 ¤ }g}1}h}8

Du coup :
}Ff}k,S :� sup

|α|,|β|¤k

}xαBβpFfq}8 ¤ C}f}k�d�1,S

On a bien F : S ÝÑ S. Il s'agit bien d'une application bijective car son inverse

p2πq�d rF envoie aussi S dans S.
Concrètement sur S :

� F injective car pour tout f1, f2 P S on a :

Ff1 � Ff2 ùñ p2πq�d rFFf1 � p2πq�d rFFf2 ùñ f1 � f2

� F surjective car pour tout g P S :

g P =mF car g � Fpp2πq�d rFgloooomoooon
PS

q

Proposition 2.3. Pour f, g P S :

(i) Fpf � gq � pf.pg
(ii) Fpfgq � p2πq�d pf � pg
Démonstration.

(i) On a f, g P S ùñ f, g P Lp pour tout p.

Prouvé pour p � 1, par dé�nition c'est vrai aussi pour p � 8 donc c'est vrai pour

tout p par interpolation (Ex 4 - TD 1).

Du coup f � g P L1 (en appliquant Young à f P L1 et g P L1 avec 1
1
� 1

1
� 1

1
� 1) et

f � g P L2 (en appliquant Young à f P L1 et g P L2 avec 1
1
� 1

2
� 1

2
� 1).

Donc :

Fpf � gqpξq �
ˆ

Rd

pf � gqpxqdx �

ˆ

xPRd

e�ipx,ξq

�
�� ˆ
yPRd

fpyqgpx� yqdy

�
�
dx
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H : px, yq ÞÝÑ e�ipx,ξqfpyqgpx� yq P L1 car :

|Hpx, yq| ¤ |fpyq|.|gpx� yq|

et avec le changement de variable u � x� y et v � y, on obtient :
ˆ

x

ˆ

y

|Hpx, yq|dxdy �

ˆ

u

ˆ

v

|fpuq||gpvq|dudv � }f}1}g}1   �8

ce qui nous permet d'appliquer le théorème de Fubini-Tonelli :

Fpf � gqpξq �
ˆ

xPRd

ˆ

yPRd

e�ipy,ξqfpyqe�ipx�y,ξqgpx� yqdxdy

u � x� y

v � y

*
ÝÑ �

ˆ

u

ˆ

v

e�ipv,ξqfpvqe�ipu,ξqgpuqdudv

�

ˆ

u

e�ipu,ξqgpuqdu.

ˆ

v

e�ipv,ξqfpvq

� Fgpξq.Ffpξq

(ii) On veut montrer que Fpfgq � p2πq�d pf � pg en utilisant (i). on a, par bijectivité de

F sur S :

@f, g P S Fpfgq � p2πq�dFf � Fg

ðñ @F,G P S F
�
F�1F.F�1G

�
� p2πq�dFF�1F � FF�1G

ðñ @F,G P S p2πq�dF �G � F
�
F�1F.F�1G

�
ðñ @F,G P S p2πq�dF�1pF �Gq � F�1F.F�1G

ðñ @F,G P S p2πq�2d rFpF �Gq � p2πq�2d rFF. rFG
ðñ @F,G P S @ξ {F �Gp�ξq � pF p�ξq pGp�ξq ce qui est vrai par (i)

3 Distributions tempérées

Dé�nition 3.1. On a γ une distribution tempérée (notée γ P S 1) si :

� γ est une forme linéaire sur S.

� Dk P N DC ¡ 0 @ϕ P S |xγ, ϕy| ¤ C}ϕ}k,S
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Dé�nition 3.2. Par dé�nition :

un ÝÑ u dans S 1 ðñ @ϕ P S xun, ϕy ÝÑ xu, ϕy

Proposition 3.1. Toute distribution tempérée est une distribution.

Démonstration.

Soit K un compact dans Rd. Pour ϕ P D et suppϕ � K, il existe k P N et C ¡ 0 tels

que :

|xγ, ϕy| ¤ C}ϕ}k,S

par dé�nition des distributions tempérées.

Donc :

|xγ, ϕy| ¤ C sup
|α|,|β|¤k

}xαBβϕpxq}8

Or, ϕ est à support compact donc il existe M ¡ 0 tel que K � Bp0,Mq. D'où :

|xγ, ϕy| ¤ C sup
|α|,|β|¤k
xPK

}xαBβϕpxq} ¤ C.max
kPN

p1,Mkq sup
|β|¤k

}Bβϕpxq}

Donc γ est bien une distribution.

Exemples 3.1.

Distributions tempérées
Les Dirac et leurs dérivées. Les Lp avec leurs dérivées.

Les fonctions f telles que : DC ¡ 0 |fpxq| ¤ Cp1� |x|qk

x ÞÝÑ ex�ie
x
est une distribution tempérée.

Distributions non tempérées
x ÞÝÑ exppxq,

°
k¥1

exppkqδk.

Démonstration des exemples.

Les dérivées seront faites plus tard.


 γ � δ0. Soit ϕ P SpRdq :

|xγ, ϕy| � |ϕp0q| ¤ sup
|α|,|β|¤0

}xαBβϕpxq}8
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 γ P Lp. Soit ϕ P SpRdq. Par Hölder, on a :

|xγ, ϕy| �

������
ˆ

Rd

γϕpxqdx

������ ¤ }γ}p}ϕ}p1 avec
1

p
�

1

p1
� 1

Si p � 8, il su�t de borner |xγ, ϕy| par }γ}8}ϕ}0,S et c'est gagné.

Sinon :

|xγ, ϕy| ¤ }γ}p

�
�ˆ

Rd

|ϕpxq|p
1

dx

�

1{p1

¤ }γ}p

�
����
ˆ

Rd

1

p1 � |x|qd�1loooooomoooooon
PL1

|ϕpxq|p
1

p1 � |x|qd�1loooooooooomoooooooooon
PL8 car ϕPS

�
���


1{p1

Hölder ÝÑ ¤ }γ}p

���� 1

p1 � |x|qd�1

����
1

���ϕpxqp1 � |x|q
d�1
p1

���
8

¤ C.K.}ϕ}m,S où m �

R
d� 1

p1

V

Rappel 3.1. Pour x P R :

� rxs � mintk P Z : k ¥ xu

� txu maxtk P Z : k ¤ xu


 f à croissance polynômiale : même idée que f P Lp (cf. le Dret)


 x ÞÝÑ exppxq P L1
loc � D1. Cependant, elle n'est pas dans S 1.

Argument "moral" : Soit ϕ P S telle que pour |x| ¥ 1 : ϕpxq � e�|x|{2.

On a : xγ, ϕy � �8 car
´ �8

1
γϕ �

´ �8
1

ex{2.


 Pour �nir, γ : x ÞÝÑ ex�ie
x
. Soit α : x ÞÝÑ �ieie

x
, α P L8 P S 1. Alors γ � α1 P S 1

par le théorème suivant (théorème 3.1).

Dé�nition 3.3. Soit A : S ÝÑ S linéaire. On dit que A est continue si :

@k P N DC ¡ 0 Dk1 P N }Aϕ}k,S ¤ C.}ϕ}k1,S

En particulier : ϕn ÝÑ 0 ùñ Aϕn ÝÑ 0

Théorème 3.1. Les applications suivantes :
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(a) La transformation de Fourier

(b) La dérivation

(c) La multiplication par f P C8 telle que :

@α P Nd DCpαq ¡ 0 |Bαfpxq| ¤ Cpαqp|x| � 1qKpαq

(d) La convolution par f telle que :

@N ¥ 0 f.|x|N P L1

(e) La ré�exion : ϕ ÞÝÑ ϕp��q

(f) La conjugaison

(g) La translation

Sont continues sur S.

Démonstration.

(c), (d) voir le Dret et (e), (f), (g) évidentes.

(a) Comme vu avant : }Fu}k,S ¤ Cpk,dq}u}k�d�1,ϕ

(b) }Bαu}k,S � sup
|β|,|γ|¤k

}xβBα�γupxq}8 ¤ sup
|β|¤k�|α|
|γ1|¤k�|α|

}xβBγ
1

upxq}8 � }u}k�|α|,S

Corollaire 3.1. Comme dans D1, les opérations précédentes sont par dé�nition dé�nies

par dualité sur S 1.

Elles sont dé�nies comme dans D1 sauf la nouvelle opération F dé�nie par :

xFγ, ϕy :� xγ,Fϕy

Proposition 3.2. Si ϕ P S 1 appartient à L2, alors Fϕ coïncide avec la transformée de

Fourier usuelle.

Proposition 3.3. F est inversible dans S 1 avec F�1u � p2πq�d�Fu pour u P S 1.
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Proposition 3.4. $&
% FpBαuq � i|α|ξαFu

F pxαuq � i|α|BαpFuq
pour u P S 1

Théorème 3.2. Soit f P S 1. Alors il existe un unique u P S 1 tel que �∆u � u � f

où ∆ � �
d°
i�1

B2

x2
i

(Le Laplacien, c'est aussi la divergence du gradient, i.e., la trace de la

matrice Jacobienne du gradient ou Hessienne)

Démonstration.

�∆u� u � f ðñ p1 � |ξ|2qpu � pf
On prend donc pu � 1

1 � |ξ|2
. pf .

Dé�nition 3.4. Si f � δ0, une solution u P S 1 d'un EDP linéaire avec H �
°

|α|¤N

CαB
α

générale Hpuq � δ0 s'appelle une solution élémentaire de H.

Remarque 3.1.
Intérêt

Si Hpuq � δ0, alors par linéarité :

Hpu � fq � Hu � f � δ0 � f � f

Par exemple avec �u1 � 2u2 � 4u3.
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